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RESUMO 

Estuda-se um procedimento para calcular os elementos da matriz 

taxa de redução de tamanhos �~� e da matriz de quebra �~�,� do mode­

lo da mistura perfeita, para moagem descontínua,usando o método 

de FLETCHER-POWELL. 

A consistência dos valores calculados de �~� e �~� foi avaliado a­

través dos resultados de correlação e simulação de dados experi 

mentais obtidos na moagem de itabirito em escala de laboratório, 

operando descontinuamente. 

1Professor, COPPE/UFRJ 
2 Professor, COPPE/UFRJ 

463 



Dynanics of size distribution in batch grinding 

II. Calculation of the matrixes A and R in the ---
ideal mixing model 

ABSTRACT 

A scheme was studied for calculating the elements of 

the appearance distribution matrix �~� and of the breackage rate 

constant matrix �~� in the perfect mixing model for batch grinding. 

The proposed scheme uses the optimization method reported by 

Fletcher and Powell. 

The consistency of the calculated values of �~� and �~� 

was evaluated by means of correlation and simulation of the expe­

rimental evolution of size distribution during the batch grinding 

of itabirite in laboratory-scale. 
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INTRODUÇÃO 

O conceito de taxa de redução de tamanhos ª e da 

função de distribuição dos tamanhos fragmentados �~� dos modelos 

cinéticos, são amplamente utilizados no estudo de cinética da 

evolução dos tamanhos na moagem descontínua a sêco (1,5). Vá­

rios investigadores propuseram métodos que permitem calcular as 

matrizes �~� e B· a partir de dados experimentais de moagem em 

escala de laboratório, para amostras homogêneas de relativa pu­

reza, como por exemplo quartzo (1,6), calcário (6,7), hematita 

(8) e dolomita (2,9). Para o caso de amostras constituídas por 

vários componentes de diferentes durezas, os métodos publicados 

apresentam dificuldades no cálculo de parâmetros, tais como a 

falta de linearidade do gráfico da função Gaudin-Schumann. 

Num trabalho prévio (10), os autores apresentam 

um método de cálculo das matrizes �~� e B· que consiste em supor 

valores arbitrários dos elementos de B· para logo calcular a 

partir destes,os elementos �d�e�~� através da técnica dos mínimos 

quadrados lineares, para satisfazer dados experimentais das ma­

trizes alimentação f e produto �~� correspondente com o menor er­

ro possível. Este método permite obter resultados �s�a�t�i�s�f�a�t�ó�r�i�~� 

para dados agrupados em duas frações granulométricas. A �g�e�n�e�r�~� 

lização do método para o caso de várias frações granulométricas, 

apresenta dificuldades de cálculo que serão descritas adiante. 

o presente : rabalho trata da possibilidade reca! 

cular as indicadas matrizes �~� e B· através do método de minimi­

zação não-linear de Fletcher-Powell (11) . Os resultados são a-
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valiados com base nas distribuições granulométricas de �a�l�i�m�e�n�t�~� 

ção f e produto f, correspondentes a diversos intervalos do tem 

po de moagem a seco de itabirito em escala de laboratório. 

FUNDAMENTOS TEORICOS 

Segundo Whiten (12) o balanço do J,taterial na �m�o�~� 

gem descontínua pode ser representado pela seguinte equação: 

g exp ( [ �~� • �~� - �~� J t) �~� (1. J) 

onde �~� = matriz de quebra 

�~� = taxa de redução de tamanhos 

f = distribuição de tamanhos na alimentação 

f = distribuição de tamanhos no produto 

t = tempo 

Num trabalho anterior (10) , para o cálculo das 

matrizes �~�e� �~�.� foi necessário escrever a equação (1.1) na se­
guinte forma: 

[Ln (f . I;- 1) J B- 1 �(�~� - v t (I. 2) 

Na equação (1.2), admite-se �q�u�e�~� e E sejam �c�o�n�~� 

tantes e as distribuições granulométricas na alimentação �~� e o 

produto g são funções monotonicas, isentas de erros experimen-

tais; desta forma foi possível �c�a�l�c�u�l�a�r�~� para um valor 
dado 

de E. pelo uso do método dos mínimos quadrados linear, para �d�i�~� 
tribuições granulométricas agrupadas em duas frações. A �a�p�l�i�c�~� 
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çao deste procedimento para o caso em que �~� e �~� contenham maior 

número de frações granulométricas, apresenta uma impossibilida-

de de cil culo p ara os valores de �L�n�(�~� f- 1 ) quando o autovalor do 

�p�r�o�d�u�t�o�~� �~�- �1� for negativa. Um possível método para resolver 

esta dificul dade se analisa no presente trabalho, que consiste 

em supor valores iniciais de �~� e �~�.� conhecendo-se dados experi­

mentais de f e �~� para vários intervalos do tempo de moagem, a­

t r avés do procedimento da otimização não linear de Fletcher e 

Powell s e minimiza a seguinte função de erro: 

onde 

E l: 
q 

L: J: [ c í' . . Ctl - P- . Ctl ] 
2 

�~�J� . �~�J� 

i j 

( 1. 3) 

P . . é o valor experimental do produto em cada intervalo de lJ 
tempo de moagem e q o número total de matrizes �~� e �~� 

obtidos experimentalmente. 

AMOSTRAS, EQUIPAMENTO E CONDIÇOES EXPERIMENTAIS 

Os dados experimentais foram obtidos a partir de 

uma amostra de itabirito, proveniente da mina de Cauê da Cia. 

Vale do Rio Doce, em Minas Gerais, Brasil , cujo conteúdo de fer 

ro variava de 35 a 45%. 

Após a fragmentação, foram separadas duas amos -

tras de 700 centímetros cúbicos (1230g) da fração granulométri­

ca -4 +6 malhas Tyler, para efetuar as experiências de moagem 

destinadas ao cálculo das matr iz es �~� e �~� do presente método. 

Paralelamente, for am preparadas duas amostras re 

presentativas de 700 centímetros cúbicos (1645g) a partir de 
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outra porção do material fragmentado e classificado a -4 malhas, 

para verificar o método proposto por simulação (equação (1.1)). 

As �e�x�p�e�r�i�~�n�c�i�a�s� de moagem for 1m efetuadas no moi 

nho de Bond (12xl2 polegadas), construído pela Hazen Research 

Inc., Golden, Colorado, U.S.A., cuja velocidade de rotação do 

moinho foi 70 rotações por minuto, que corresponde a �9�1 �, �4�~� da 

velocidade crítica. O moinho dispõe de contador de giros e um 

freio eletromagnético. 

O meio moedor foi preparado com 40, 70, 10, 71 e 

90 bolas de aço de 1 1/2, 1 1/4, 1, 3/4 e 1/2 polegadas de diâ­

metro respectivamente, resultando num peso total de 22000g. 

Os testes de moagem foram efetuados a seco, em 

duplicata, com 700 cm3 de amostras em intervalos de tempo de 1 

minuto. 

Apôs cada moagem, o moinho era esvaziado, �e�v�i�t�a�~� 

do-se perdas de manuseio e em seguida tomava-se uma porção de 

aproximadamente ZSOg, obtida por quartejamento para efetuar-se 

a análise granulométrica, num jogo de peneiras Tyler 12, �a�c�o�p�l�~� 

da a uma máquina RO-TAP conforme as normas da A.S.T.M. 

A porção de amostra usada na análise granu1omé -

trica era restituída à amostra original, para o prosseguimento 

dos testes de moagem. 

RESULTADOS E DISCUSSÃO 

As frações granu1ométricas obtidas em intervalos 

de tempo de 1 minuto de moagem, até atingir 10 minutos, foram 
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submetidas a uma análise estatística envolvendo regressão múlti 

pla para uma função da forma: 

A partir desta função os valores experimentais foram calculados 

com o propósito de corrigir pequenas discrepâncias resultantes 

de erros experimentais. As indicadas funções encontram-se a 

seguir: 

-4 +8 # f(t) 42,97 t-0,45 e-0,2lt 

-8 +14 # f(t) 12,16 t-0,58 e-0,20t 

-14 +28 # f(t) 4,50 t-0,90 e-O,lOt 

-28 +48 # f(t) 4,13 t-0,41 e-0,2lt 

-48 +100 # f(t) 10 , 36 t-0,46 e-0,31t 

Com os novos valores das funções granulométricas, 

no intervalo de tempo de moagem de 1 a 10 minutos, e pelo uso 

da equação (1.1) o método de otimização não linear Fletcher e 

Powell, após duas iterações conduziu aos seguintes resultados: 

I 0,1479 l 

-0,1510 1 ,0190 

�~� 

l 
0,3202 -0,1703 0,6664 

-0, 2178 0,2906 0,0308 0,8444 

0,3993 -0,4249 0,2621 -0,0094 0,5351 
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1,0000 

0,9209 

�~� 0,8480 

0,7810 

0,7192 

A consistência das matrizes calculadas * e �~�,�f�o�i� 

verificada correlacionando-se os valores experimentais e aque­

les gerados pela equação (1.1), tais resultados são apresenta -

dos na Tabela 1. A diferença percentual dos valores experimen­

tais e calculados, para as frações granulométricas acumuladas de 

passagem, varia entre 0,03 e 6,51. 

Conforme foi indicado na descrição da parte ex­

perimental, para efetuar os cilculos de simulação, programou-se 

uma série de experiências de moagem diferentes daquela usada �p�~� 

ra o cilculo de * e �~�.� ou seja: a alimentação foi composta de 

uma amostra moída abaixo de 4 malhas. 

As distribuições granulométricas acumuladas de 

passagem, experimentais e calculadas para 5 frações compreendi­

das entre 2 e 10 minutos do tempo de moagem, em intervalos de 

1 minuto, são apresentadas na Tabela 2, e na Figura 1. 

Verifica-se que as diferenças percentuais entre 

valores experimentais e calculados flutuam entre 0,3 e 6,41. 

Todos os cilculos foram efetuados com o uso do 

computador Burroughs B6700 do NCE-UFRJ. 
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CONCLUSOES 

1 - O modelo da mistura perfeita, equação (1.1) 

representa adequadamente a moagem descontínua a seco de �a�m�o�s�t�r�~� 

de itabirito, para pequenos intervalos de tempo. 

2 - As matrizes �~� e �~� para as condições experi -

mentais do presente trabalho são: 

0,1479 

-0,1510 1,0190 

0,3202 -0,1703 0,6664 

-0,2178 0,2906 0,0308 0,8444 

0,3993 -0,4249 0,2621 -0,0094 0,5351 

1,0000 

0,9209 

0,8480 

0 ,7 810 

0,7192 

3 - Na simulação das frações granulométricas a­

cumuladas de passagem, compreendidas entre -8 +100# até aproxi­

madamente 6 minutos do tempo de moagem é possível se obter di­

ferenças percentuais entre valores experimentais e calculados 

compreendidos entre 0 , 3 e 3,7\ . 

4 - Para tempos de moagem acima dos 6 minutos as 

discrepâncias podem atingir um máximo de 6,4%. 
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5- Para estabelecer conclusões definitivas, é 

necessário continuar estudando os métodos de cálculo das matri-

zes �~� e �~�·� 
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TABELA 1 - PERCENTAGEM ACUMULADA DE PASSAGEM NA CORRELAÇÃO 

TEMPO C O R R E L A Ç Ã O 

EM - 8 # - 14 # - 28 # 

MINUTOS EXPE. CALC. EXPE. CALC. EXPE. CALC. 

% % % % % % 

2 79,33 79 '33 73,88 73,88 71,91 71,91 

3 86,04 91,18 82,51 87,76 81,27 83,05 
4 90,06 96,24 8 7 '61 93,66 86,74 88,89 
5 92, 71 98,40 90,95 96,16 90,31 92,20 

6 94,56 1 99,32 93,26 97,21 92,77 94,23 
7 95 ,88 i 99.71 94,91 97,63 94,52 95,54 
8 96,86 ! 99,88 96,13 97,80 95,82 I 94,46 

I 

9 97.58 I 99.95 97,02 97,84 96,77 i 97,10 
10 98,13 99,98 97,70 97,84 97,49 : 97,56 

L_ - _l__ 
- - ---- - l ____ 

- 48 # - 100 # 

EXPE. CALC. EXPE. CALC. 

% % % % 

69,87 69,87 62,20 62,20 1 

79.8 7 82,90 73,09 73,50 
85,73 88,67 80 ,06 80,03 
89,56 92,19 84,95 85,13 
92,21 93,82 88,53 88,48 
94,09 94,68 91,90 90,93 
95,49 95,18 93,23 9 2 '82 
96,52 95,42 CJ4,77 94,21 

�9�7�~� �~�,�5�4� 95,94 9 5. 2 9 I 



�~� 
--.1 
(JI 

TABELA 2 - PORCENTAGEM ACUMULADA DE PASSAGEM NA SIMULAÇÃO 

�T�E�~�l�P�O� ! S I M U L A Ç A O 

EM - 8 # - 14 # - 28 # 

MINUTOS EXPE. CALC. EXPE. CALC. EXPE. CALC. 

% % % % % % 

2 88,61 88,61 84,42 84,42 82,69 8 2 '69 

3 93,34 95,14 90,82 92,05 89,91 89,13 

4 95,98 97,93 94,60 95,28 94,10 92,58 

5 97,25 99,12 96,38 96,64 96,07 94 , 57 

6 98,14 99,62 97,60 97,18 97,40 95,79 

7 98,54 99,84 98,13 97,40 98,00 96,62 

8 99 '2 5 99,93 99,02 97,46 98,93 97,18 

9 99,44 99,97 99,31 97,46 99,26 97,36 

10 99,63 99,99 j 99,50 97,44 99,44 I 97,o2 
I I I 

�~�-

--
- 48 # - 100 # 

EXPE. CALC. EXPE. CALC. 

% % % % 
' 

80,46 ! 80,46 7 2 'o 2 7 2 '02 

88,45 87,76 81 '4 7 79,88 

93,30 91,25 87,63 84,94 

95,68 92 , 97 91,67 88,39 

97,19 93,83 94,17 90,86 

97,84 94,30 95,61 9 2 '7 2 

98,84 94,51 97,16 94,08 

99,21 94,38 97,93 93,87 
I 

99,38 93,76 I 98,37 92,49 I 

I 
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�~� I I O O O EXPERIMENTAL 

75' 
SIMULADO 

100 48 28 14 8 

TAMANHO (MALHA TYLER) 

Figuro 1 - MOAGEM DESCONTINUA A SÊCO DO ITABIRITO 
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